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三维有限元中奇异点源的简化分析方法 

潘  泓 1, 2，许嘉显 1, 2，骆冠勇 1, 2，彭斯格 1, 2，曹  洪 1, 2 

（1. 华南理工大学 土木与交通学院，广东 广州 510640；2. 华南理工大学 亚热带建筑科学国家重点实验室，广东 广州 510640） 
 

摘  要：减压井是渗流控制的重要手段，减压浅井井底的入渗量不可忽略。在渗流场有限元有关井的计算中，含水层与井半

径有巨大尺寸差异，只有将井周围的网格尺寸限制在厘米级或更少，才能达到合理的精度，但效率过低。为提高效率，分析

时通常将井底简化为点源。由于点源附近的水头梯度极大，是奇异点，有限元中通常要进行等效处理才能保证全局的精度。

提出了以零体积点元模拟点源的方法，该方法基于修正井水位法，利用点源解析解及四面体渗流单元，推导了点元单元的显

式解。使用该点元单元模拟井底，可以在不失全局精度的条件下用大网格对点源进行模拟，避免了迭代计算，极大提高了利

用三维有限元模拟点源的效率。详细介绍了该点元显式解的推导过程，验证其计算精度，并探究出简化计算方法的适用范围。

最后介绍了该方法在实际排水减压抗浮工程中的应用。 
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Simplified analysis method of singular point source 
 in three-dimensional finite element calculation 
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(1. School of Civil Engineering and Transportation, South China University of Technology, Guangzhou, Guangdong 510640, China;  

2. State Key Laboratory of Subtropical Building Science, South China University of Technology, Guangzhou, Guangdong 510640, China) 
 

Abstract: Relief wells are an important means of seepage control, and the infiltration at the bottom of shallow relief wells cannot be 

ignored. When utilizing the finite element method for seepage field analysis in relation to wells, a significant disparity exists between 

the aquifer's dimensions and the well's radius. Achieving reasonable accuracy necessitates limiting the mesh size around the well to 

centimeters or less, albeit at the cost of reduced efficiency. To enhance efficiency, the well bottom is commonly approximated as a 

point source in analytical models. The head gradient near the point source is extremely large, which is a singular point. In the finite 

element method, equivalent treatment is usually required to ensure the global accuracy. This paper presents a method for simulating 

point sources with zero-volume point elements which is based on the correction well water level method, the method uses the point 

source analytical solution and the tetrahedral seepage element to deduce the explicit solution of the point source element. By using 

this point source element to simulate the bottom of well, the point source can be simulated by using a large grid without losing the 

global accuracy, which greatly improves the efficiency of simulating the point source by using the three-dimensional finite element. 

The paper thoroughly outlines the derivation process for the explicit solution of the point element, verifies its calculation accuracy, 

and investigates the applicability range of simplified calculation methods. Lastly, the practical application of this method in drainage 

decompression and anti-floating engineering is presented. 

Keywords: seepage; finite element method; well point; singular point element 
 

1 引  言 

防渗墙、减压井及排渗沟等阻排水结构通常是

渗流场控制流态的主要手段，对这些阻排水结构进

行准确的模拟分析非常重要。但由于这些结构物的

尺寸与渗流场的尺度相差好几个数量级，三维有限
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元中采用等维的方法进行模拟时，只有阻排水结构

周边的网格尺寸小于其特征尺寸时，才能达到合理

的精度，但效率过低，消耗过多的计算资源[1]。为

提高计算效率，通常对这些结构物进行等效或降维

处理。 

目前关于阻排水结构等效降维的简化研究，曹

洪等[2]针对悬挂式结构体采用阻力系数法，将二维

绕渗等效为一维流动进行处理。Luo 等[3]在悬挂式

结构体周边引入一层无厚度界面接触单元，将三维

的防渗墙等效成二维的面，解决了竖向绕流带来较

大误差的问题。Luo[4]、Cao[5]等针对城区渗流场的

地下结构细小间隙通道采用降维方法，把三维细小

通道等效成二维线单元，通过修正导水矩阵使其在

疏松网格下建模也能保证全局精度。Hu[6] 、

Daviau[7]、Ozkan[8]、Goode[9]等针对双孔隙介质中水

平井渗滤流量分析，采用均匀汇线法将水平井视为

由有限数量的点源组成的线源。首先对点源模型进

行求解，然后通过沿点源解叠加积分得到线源的解。

Fipps 等[10]采用的以点代井法，将井降维成网格节

点处理，网格尺寸对流量计算结果影响很小。Dotlić

等[11-12]为了计算模拟径向井侧的水头损失，从井侧

等效引入一维横向线单元与三维单元边缘重合，通

过导水矩阵来修正水头损失误差，采用近井校正法

（Near-well correction），将水头表示为对数函数和

线性函数之和来校正近井奇异点区域中的通量，在

稀疏网格的情况下结果是二阶精确的。Berrone[13]

和 Laurino[14]等提出新数值方法，用于处理模拟细

小管状物降维带来的三维和一维椭圆方程耦合问

题，降低了用一维建模近似模拟细小管状物带来的

误差。Mai 等[15]用降维等效把根系结构简化为各段

一维单元，对每个根段调用单根模型来计算，把结

果反馈宏观尺度模型，有效地解决了根表面附近梯

度过大的问题。Zhou 等[16]为了解决分支井间的相互

干扰导致复杂渗流的问题，采用了线源叠加法，先

把分支井降维成二维的分支线，然后针对每条线的

流量进行叠加组合。Koch 等[17-18]引入了一种新的各

向异性多孔介质中单相流的井模型，井与多孔介质

之间的质量交换通过小邻域上的空间分布源项进行

建模，提高了井流量的准确性。毛昶熙[19]和关锦荷[20]

等基于井数多，井距小的井列渗流场采用的以沟代

井列等效法，计算出一定距离的水位分布，优点是

节省了对每个井进行有限元分析的麻烦，但对井旁

和井间的水位未知。 

以上研究主要针对防渗墙、井筒、排水廊道等，

对三维问题中奇异点源的简化模拟问题研究较少。

但对于浅井，其底部入渗所占的比例比较大，其准

确分析计算就比较重要了。对于浅井底部，通常可

视为球对称的点源。对于点源的三维有限元简化模

拟，毛昶熙[21]和李祖贻[22]等考虑了忽略井径导致的

奇异点的问题，在井周等效剖分为 4 个等腰直角三

角形，如图 1 所示，l 为网格间距，通过对比解析

解和有限元表达式令流量相等，得到等效半径和实

际井半径的水头差，通过修正水头差可反映实际的

水头分布。但以上研究针对的是规则的四面体网格，

这给其应用带来了不便。 

 

 

图 1  规则四面体网格划分的井底 
Fig.1  Regular tetrahedral meshing of the well bottom 

 

本文针对一般的四面体网格，基于修正井水位

方法[23]，提出一种专门模拟奇异点源的单元，利用

该单元可以有效便捷地实现三维有限元中奇异点源

的模拟。利用该点元单元，在不失全局精度的条件

下，利用大网格对点源进行模拟，避免了迭代计算，

极大提高了利用三维有限元模拟点源的效率。 

2 三维有限元点元模拟简化分析方
法 

2.1 基本假定及思路 

三维有限元点元模拟简化分析方法的推导假

定如下： 

（1）点源附近渗透率各向同性。 

（2）点源附近满足球对称流条件。 

（3）渗流场为恒定渗流。 

满足上述假定的球状流解析解[24]为 

a R w
w

1 1
2 ( ) /Q  K H h

r R

 
    

 
      （1） 

式中： aQ 为点源流量；K 为渗透系数； RH 、R 为

边界水头和边界半径； wh 、 wr 为半球出逸面水头和

半径。 

基本思路：当把一个小尺度的定水头边界球状

流降维为一个定水头边界点源模拟时，如图 2 所 

示，其实际效果相当于一个半径为 er 的球状流，比

l

l l

l

l /2 
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如当点源周边采用如图 1 所示规则网格时，采用中

断面法进行节点流量计算时，其等效半径为 e 3 /r l  

(4 3)  [21-22]。等效球状流比真实球状流缺失了蓝

色碗状区域渗流路径，通过用附加阻力弥补因等效

而损失的该段流动阻力，使得用点源模拟流量计算

与真实半球面计算一致。 

 

 

图 2  利用点单元模拟球状流 
Fig.2  Using point element to simulate spherical flow 

 

很明显， er 取决于点源周边四面体单元的大小

和形状。当网格较大时，等效的半径 er 会大于 wr ，

计算出的流量比实际流量偏大；而当网格较小时，er

会小于 wr ，计算流量比实际流量小。 

图 3 给出用点源直接模拟球状流的误差分布。

从图中可以看出，简单地直接降维不作任何处理，

计算流量误差受网格大小影响非常大，而且加密网

格流量误差并不收敛，并不能解决问题。而实际工

程中所采用的网格通常远大于点源半径，流量误差

为负，流动阻力偏小。因此本文主要目标是提出一

个适当点元单元，增加点源附近流动阻力，以弥补

用大网格模拟点源时阻力偏小的问题。为了计算出

附加阻力大小，需要得到点源简化后水头和流量的

关系。其推导过程如下节所述。 

 

 

图 3  直接用点源模拟球状流的误差 
Fig.3  Error of simulating spherical flow directly 

 with point source 

2.2 奇异点元显式公式的推导 

用点源模拟半球面，在附近划分不同的 n 个四

面体单元时，取其中一个四面体计算，如图 4 所示。

该四面体 4 个点分别为 i，j，k，m，其中 i 为点源，

i 为 i 点对应三角形面 jkm 的立体角。 

 

 

图 4  四面体单元 
Fig.4  Tetrahedral unit 

 

当假定渗透是各向同性时，根据有限元计算求

得单元流量： 

 e 36

i
i j k m

j
i i i i j k m

k
i j k m

m

H
b b b b

HK
q b c d c c c c

HV
d d d d

H

 
           
    

 

 （2） 

式中：V 为单元体积； iH 、 jH 、 kH 、 mH 为对应

点计算水头； ib 、 ic 、 id 、 jb 、 jc 、 jd 、 kb 、 kc 、

kd 、 mb 、 mc 、 md 见文献[25]中对应公式。 

根据球对称假定及半球面井水头公式（1），

有 

w w
w w

w
w

w

,  

,  

i j i k
j k

i i

i m i
m i

i i

q q
H H H H

Kr Kr

q l r
H H

Kr l

 









    


   



   （3） 

式中： wH 为井水位； il 为单元对应边长度。 
将式（3）代入式（2），得到水头差 w wi iH H H 

与流量 iq 的关系为 

 w

w

b
w

( 36   )
 i i i

i
i i

q V r S
H

Kr S




 
        （4） 

式中： iS 、 bS 为 

2 2 2

b

  

( ) (

  ) ( )

i i i i

m i m i m i m k i k i k

i k j i j i j i j

S b c d

S b b c c d d b b c c

d d b b c c d d

 


  
      
   

（5） 

假定流量均匀分布，则有总流量 Q 与 iq 的关

系： 

s=rw

有限元计算网格 
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2i

iq Q





               （6） 

代入得 

b w

w
w

( 36 )
 
2

i i
i

i

S VQ
H

S

r

Kr




        （7） 

式（7）物理意义为，为保证有限元计算所得的流量

与解析解相同，必须调整点源的水头 wiH H   

wiH 。 

式（7）仅是根据点源周边一个单元所得到的

井水位修正量。当考虑点源周边所有的单元时， wiH

可通过各单元修正量按立体角占比加权平均得到，

即 

b
w

1 1

w
2

w

( 36 )
d ( ) ( )

2 4

n n
i i i i

i
i i i

S VQ
H H

K S

r

r

  
 


 

 
   

（8） 

该式为适应一般网络划分的修正公式，特别

地，当采用同图一规则四面体网格划分时，即 ia   

/ 2 ， j k ml l l l   时，有 

w

1 3 3
d   ( )

2 3

Q
H

K r l

 
 


        （9） 

值得注意的是，式（9）的等效半径为 e 3 / (3r l    

3) ，结果与毛昶熙[21]和李祖贻[22]等规则四面体网格

划分的等效半径 e 3 / (4 3)r l   有所差别。原因在

于毛昶熙和李祖贻选取中断面法进行节点流量的计

算，而当直接采用有限元式（2）进行节点流量时，

实际是采用正对节点断面面积的 1/3 计算[26]，精度

更高。 

3 奇异点元算法在有限元程序中的
实现 

从第 2 章公式中可以看出，dH 是 Q 的线性函

数，于是可以表示为 dD h Q ，D 是与点源周边单

元划分相关的常数。有限元程序中为了解释修正水

位的水头损失 dH，需要在点源处引入奇异点单元，

如图 5 所示，该单元实际长度为 0，两端的节点在

空间上是重叠状态。单元的一端为点源的平均水头

（i 节点），是程序待求的水头，一端为半球流水

头（p 节点），两端水头差调整为 dH。奇异点单元

的主要作用是修正零体积点元模拟三维球状流引起

的误差，通过在总渗透矩阵中添加导水矩阵，增加

额外渗流路径使得流量与解析解相同。以下为导水

矩阵推导： 

奇异点单元的流量表达式为 

( )i i pQ D H H            （10） 

通过式（8）得 
2

b

1

w

w

4
 

( 36 )
( )

i n
i i i

i i

K
D

S
r

V r

S

 







     （11） 

其矩阵形式为 

1 1

1 1
i i

i
p p

H Q
D

H Q

     
         

       （12） 

 

 

图 5  奇异点单元示意图 
Fig.5  Schematic diagram of singular point unit 

 

然后把附加阻力对 i、p 节点的影响添加到总渗

透矩阵中，附加阻力的影响只针对 i、p 节点计算进

行修正，不影响其他单元的计算。而且导水矩阵组

装在总渗透矩阵中，可以随时添加修改，具有计算

方便的优点。 

4 算例验证分析 

上述算法已经编入三维有限元计算程序[27]。下

面通过两个算例分析简化方法的效率与精度。 

4.1 单井算例 

计算中整个模型为半球体，采用单一土层，渗

透系数 K  1 m/d。半球出溢面井半径 wr  0.1 m；外

边界 R  100 m。半球出逸面水头为 0 m，位于半球

体球心处；外边界水头为 1 m。 

4.1.1 水头结果对比 

将网格划分分为 3 种类型，分别是 0.1 倍井径

网格划分、10 倍井径网格划分、100 倍井径网格划

分，如图 6 所示，s 为井周网格尺寸大小。 

 

 

 

 

图 6  单井模型网格划分对比 
Fig.6  Meshing comparison of single well model 

p

i

奇异点单元

(a) s=0.1rw 

单元数: 46 491
节点数: 7 988

(b) s=10rw 
单元数: 17 431 
节点数: 3 080 

(c) s=100rw

单元数: 12 447
节点数: 2 234
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通过对比 3 种方法不同网格划分的水头分布情

况，从图 7 可以看出，在相同倍数井径单元尺寸的

条件下，简化方法水头分布比常规方法和不修正的

精度更高，水头均在第 1 个节点后基本与解析解相

吻合。这体现了奇异点元法的特点，即放弃井点水

头的准确性来保证后面井周水头的准确性。在实际

工程中井周附近的水头大小往往是人们更加关心的

结果，因此采用奇异点元法，井周附近的水头可以

得到较为精确的结果。 

 

 

图 7  水位分布曲线图 
Fig.7  Water level distribution curves 

 

4.1.2 流量结果对比 

通过对比分析过井流量与解析解的相对误差，

可以发现常规模型需要将单元尺寸细分到 0.1 倍井

径左右，才能把误差降低到 3%以内，说明常规模

型网格密度对结果影响大。而简化模型的单元尺寸

大小与流量计算误差关系不大，整体最大误差不超

过 5.24%。分别对比常规模型和简化模型最接近解

析解流量时的单元尺寸，简化模型即使在单元尺寸

为 100 倍井径的情况时流量相对误差仍与解析解十

分接近，比常规模型 0.1 倍井径更有优势。 

 

 

图 8  流量误差比较 
Fig.8  Flow error comparison 

但应当指出，在网格尺寸小于 5 倍半径时，即

w5l r 时，有 e1 / (3 3) / 3r l   ，根据式（9）计算

导水矩阵为非正定矩阵，导致流量与水头差呈负相

关，计算出现奇异。而且实际工程中所采用的网格

通常远大于点源半径的 5 倍，因此简化方法舍去小

于 5 倍半径的情况。 

4.2 多井算例 

计算中整个模型为长宽各 60 m、高 1 m 的长方

体，采用单一土层，渗透系数 K  1 m/d。半球出逸

面半径 wr  0.1 m，半球出逸面水头为 0 m，模型左

边界水头为 1 m，右边界水头为 2 m，5 个半球面井

布置位置如图 9 所示。 

 

 

图 9  多井模型示意图 
Fig.9  Schematic diagram of multi-well model 

 

与单井模型分析类似，将网格划分分为 3 种类

型，如图 10 所示，其中水位分布见图 11，流量结

果对比见表 1。 

 

 
(a) s=0.1rw           (b) s=10rw           (c) s=100rw 

图 10  多井模型网格划分对比 
Fig.10  Meshing comparison of multi-well model 

 

 

图 11  截面水位分布曲线 
Fig.11  Section water level distribution curves 
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表 1  不同网格划分计算流量相对误差比较 
Table 1  Comparison of the relative error of flow rate 

calculated by different grid divisions 

网格划分类型 
半球面井流量 Q 

/ (m3·d–1) 

相对误差/ % 

（与常规 0.1 倍比较）

常规 0.1 倍井径 2.858 0.000 

常规 10 倍井径 4.201 46.990 

简化 10 倍井径 2.849 0.315 

不修正 10 倍井径 4.741 65.800 

常规 100 倍井径 8.266 189.200 

简化 100 倍井径 2.935 2.700 

不修正 100 倍井径 7.956 178.300 

 

对于一个模型含有数量较多的井时，以常规方

法 0.1 倍井径划分网格的流量作为参考值，纵向对

比网格尺寸为 10 倍甚至 100 倍井径时，计算误差很

大，可以看出常规方法对于网格密度的要求较高。

而横向对比相同单元尺寸奇异点元法流量误差小，

仍然保持较高的精度，从水位分布曲线上看从第一

个节点后水头几乎与参考值重合，显示出简化法计

算效率高、精度高的优势。 

4.3 边界及井间距的影响 

为了探究奇异点元法计算适用范围，这里针对

井距离模型边界和井间距两个影响因素进行分析。

通过控制变量找出简化方法流量误差收敛的范围。 

井边界模型以井距离模型边界 d1与点源半径 r

比值作为变量；井间距模型以井间距距离 d2与点源

半径 r 比值作为变量。 

从图 12 可以看出，当 d1或 d2大于点源半径 r

的 5 倍时，模型边界和井间距带来的误差影响收敛

至  5%以内并趋于稳定。因此需要留意在使用奇异

点元法计算时，流量在井与模型边界间距或井与井

间距大于井径 5 倍以上的适用范围时误差较小。在

实际工程中井间距通常大于井径的 10 倍甚至 100 倍

以上，满足点源附近球对称流的假定。因此采用奇

异点元法，流量计算可以满足实际工程需求。 

 

 

图 12  流量误差比较 
Fig.12  Flow error comparison 

5 奇异点元法在地下结构排水减压
抗浮分析中的应用 

本场地位于广州增城广汕公路，项目总用地面

积 60 705 m2，场地所在地为冲积平原地貌，北面为

凤岗、万古岭等小山岗，东侧为凤岭，南侧约 400 m

为西北-东南流向的西福河，其渗流计算区域如图 13

所示。其中地下结构占地面积 32 101.6 m，长 116.1 m，

宽 276.5 m；场地平均高程 12.0 m，地下室底板面

标高为+1.0 m，底板厚 0.6 m，地下室底板在砂层。

抗浮设计水位为+14.5 m；实测地下稳定水位埋深为

2.50～5.00 m，平均埋深3.72 m，标高为6.00～8.95 m，

平均标高为 7.63 m。根据地质资料，项目所在地主

要土层为素填土+粉土+中砂，素填土平均厚度 3.2 m，

粉土平均厚度 5.7 m，中砂平均厚度 10.34 m。具体

土层渗透系数如图 14 所示。 

 

    
(a) 渗流计算区域（单位: mm）       (b) 排水孔布点图 

图 13  渗流计算区域及排水孔布点图 
Fig.13  Seepage calculation area and layout  

of drainage holes 

 

 

图 14  地质剖面图 
Fig.14  Geologic profile 

 

由于项目在施工完地下室顶板后停工缓建，现

有的结构自重不足以抵抗现有水压力。按设计复核，

要满足目前的结构抗浮安全，地下水位必须控制在
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负一层底板 8.1 m 处以下。具体排水减压方案是沿

各后浇带走向，每隔 10 m 进行钻孔，孔半径 50 mm，

如图 13 所示。本章均按西福河边界水头 6 m、凤岭

边界水头 8 m 标准工况和暴雨工况计算，且假定后

浇带排水通畅。 

通过对比 3 种类型网格划分结果，如图 15 所

示。分别为常规模型 0.1 倍井径、简化模型 20 倍井

径和简化模型 100 倍井径，分别对应有 1 847 290、

203 905、168 155 个单元数量。 

 

 

 
 

图 15  工程案例网格划分对比 
Fig.15  Meshing comparison of engineering case 

 

从图 16 水位分布曲线对比中，采用奇异点元

法在简化计算的同时精度方面也可以保持较高的水

平。无论是 20 倍井径还是 100 倍井径水头分布基本

与常规模型一致，体现了简化模型对网格尺寸依赖

度小的优点，流量方面误差在 5%以内。 

 

 
(a) 标准工况         (b) 暴雨工况 

图 16  标准工况和暴雨工况平面图水位分布曲线 
Fig.16  Water level distribution curves in plan view  

of standard working condition and heavy rain  
working condition 

6 结  论 

（1）推导的任意线性四面体单元显式修正公式

具有一般适用性。可以实现将半球面降维成点源，

在不失全局精度的条件下用大网格对点源进行模

拟，提高了计算效率。 

（2）通过三维井常规方法和奇异点元法的水头

分布对比，奇异点元法对网格尺寸依赖度小，井周

外第 2 圈及以外节点水头值与理论解吻合，具有高

效率和高精度的优点，在群井的情况下精度依然很

高。 

（3）奇异点元法流量计算几乎不受单元尺寸影

响，不同网格尺寸下与解析解误差基本在 5%范围

内，比同尺度的常规方法流量计算精度高，适用于

单元尺寸大于 5 倍井径的情况，能够满足实际工程

大网格尺寸划分要求。 

（4）奇异点元法的适用范围在井与模型边界间

距或井与井间距大于井径 5 倍以上，在适用范围内

计算流量误差影响收敛至  5%以内。 

（5）通过某地下结构排水减压工程案例分析，

采用奇异点元法进行降水计算，与实测结果较为吻

合，符合工程规律。 
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